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Introduccion

= Tema 3: Hemos desarrollado la representacion de Fourier para cuatro clase de sefales:
— Series de Fourier de sefales discretas en el tiempo (DTFS)
— Series de Fourier de sefiales continuas en el tiempo (FS)
— Transformada de Fourier de sefiales aperiddicas discretas en el tiempo (DTFT)

— Transformada de Fourier de sefales aperiodicas continuas en el tiempo (FT)

= También hemos visto como, incorporando impulsos de manera adecuada, podiamos
desarrollar la transformada de Fourier para sefiales periodicas
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Respuesta en frecuencia de sistemas LTI (l)

FT
h(t)——H(jw)

hin]e DTFT >H(ejﬂ)

= |a propiedad de convolucion relaciona la entrada y la salida de un sistema LTI de la
siguiente forma:

y(t) = x(t) * h(t)——Y (jw) = X(jw) - H(jw)

ylnl = x[n] * Aln)———Y(e/®) = X(e/%) - H(e/?)

= Y la multiplicacion en el dominio de la frecuencia nos lleva a la nocion de filtrado: el
sistema filtra la sefial de entrada presentando diferentes respuestas a las componentes
de la entrada a diferentes frecuencias
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Respuesta en frecuencia de sistemas LTI (ll)

= Filtros ideales

— Filtro paso bajo: atenua las componentes de alta frecuencia de la entrada y deja
pasar las componentes de baja frecuencia.

— Filtro paso alto: atenta las componentes de baja frecuencia de la entrada y deja
pasar las componentes de alta frecuencia.

— Filtro paso banda: deja pasar las componentes de la entrada contenidas en una
banda de frecuencia y atenua las componentes fuera de esa banda.
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Respuesta en frecuencia de sistemas LTI (lll)

H(jo) H(e™)
1 1
® | | : 1 r Q
-W 0 w 21 -t -W W = 27
_a_
H (joo) H(e™)
) | | | | | . Q
-W 0‘ W -3 -2 - ‘ W = 27 3n
—b—
H (jo) H(e™)
1 %
® [ [ [ | Q
W, W, 0‘ W, W, AL -n -W, —W1‘ Wi W, = 2n
_C_
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Respuesta en frecuencia de sistemas LTI (IV)

R * 1 t 1

(1) c ==t h() =p-e Reu(®);  H(jw) = TWRC+1

20 log| H(jo)| (dB)

-20
-25 [
-0 8 64 -2 0 2 4 6 8 10
oRC
—b— —C—

201oglH(jw)| 6 20log|H (/)| Y (i@)I? = |H(w)|?|X(w)|?
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Respuesta en frecuencia de sistemas LTI (V)

= De la propiedad de convolucion se observa que la respuesta en frecuencia puede
expresarse mediante la relacion de la FT o DTFT de la salida respecto de la entrada

Y(jw)
X(jw)

Yjw) =X(w) Hjw) = H(jw) =

Y(e/?) = X(e/?)-H(e/?) = H(e/?) = %
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Respuesta en frecuencia de sistemas LTI (VI)
= Ejemplo: La salida de un sistema LTI a la entrada x(t) = e ~2tu(t) viene dada por la

siguiente expresion, y(t) = e~fu(t). Encontrar la respuesta en frecuencia y la
respuesta al impulso del sistema.

FT
x(t) = e ?tu(t) «—— X(w) =

jw + 2
©) = e"tu() —— Y(jo)
=€ ‘u =
g jo +1
= Respuesta en frecuencia: .
Y(jw ' 1 jw+?2 1
H(jo) = U@ _jo+1_Jjo+2_,
X(w) 1 jw +1 jw +1
jw + 2

= Respuesta al impulso: h(t) = 6(t) + e tu(t)
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Ecuaciones diferenciales y en diferencia (l)

= Sistema descrito por ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes constantes

ﬁ: d"y(t)_ib d®x(t)
gk T ko dtk

k=0 k=0

Calculamos la FT aplicando las propiedades de linealidad y derivacion:

N

M
> (@)Y (jw) = ) bj)X (o)
k=0

k=0

Se ve que la respuesta en frecuencia es una relacion polinomial en jw

Y(jw) _ k=0 b jw)”
X(jw) 1]5:0 ak(iw)k

H(jw) =
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Ecuaciones diferenciales y en diferencia (ll)

= Sistema descrito por ecuaciones en diferencia de coeficientes constantes

N

> ayln—k] = i byx[n — k]
k=0

k=0

Calculamos la DTFT aplicando las propiedades de linealidad y desplazamiento:

D a(e ) ¥(%) = ) bile ) ()

Se ve que la respuesta en frecuencia es una relacion polinomial en e =/

V() _ Eiobi(e )"

H(ejﬂ) = X(eI® ~ IIX:O a, (e~ T2k
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Ecuaciones diferenciales y en diferencia (lll)

= Ejemplo 1: Encontrar la respuesta en frecuencia y la respuesta al impulso de un sistema
descrito por la ecuacion diferencial:

d’y(t)  dy(t) dx(t)
dt2 + 47 + 3}1(1:) — T + ZX(t)

= Ejemplo 2: Encontrar la respuesta al impulso de un sistema causal caracterizado por la
siguiente ecuacion

yln] =2yl — 1] + 5yln — 2] = 22[n
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Muestreo y Reconstruccion

=  Motivacion

— La mayor parte de las sefnales cotidianas son continuas pero se procesan
digitalmente

* Ejemplo: sistema de comunicaciones de voz digitales
— Conversion analogico—digital para su procesado y transmision
— Conversion digital—analdgico en el receptor

— En el proceso analégico—digital se muestrea la sefial analégica para su
posterior cuantificacion y codificacion

— En el receptor el proceso es el reciproco
* Ejemplo: reproduccion de un CD musical
— Muestreo a velocidad de 44.1 KHz
— Cuantificacion de la sefial en 65536 niveles

— Proceso inverso nos permite reproducinel CD
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Muestreo (1)

= Problema de muestreo en el dominio del tiempo

A -
VY N

= ;Como definimos la sefial generada a partir de las muestras?
« Secuencia discreta : x[n]
 Mediante impulsos: x5 (t)

x(t)
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Muestreo (ll)

= Definimos una sefial discreta x[n] que es igual a las muestras de x(t) en multiplos

enteros del intervalo de muestreo T5: x[n]
x|n] = x(nTs) g
= Representacion continua de esta sefal: T T T 1+ T
_ Jx (@), t = nily 1 (9 2 )
xs(t) = { 0, otro caso i ) 123 l
0 equivalentemente, Cﬁ;‘;ﬁg‘;”
xs(®) = Y x[nl6(t - nT) ot
n=-—o 3l
Como x[n] = x(nTy), podemos escribir: A 5
N . ‘ |
Xg(t) = z x(nTs)S(t — nTs) l x ] j
S T, Ty 3T
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Muestreo (lll)

= Relacion entre la FT y la DTFT de la sefial muestreada:

— La DTFT de una sefial discreta viene dada por:

(0]

dlnl———X(eM) = ) xlnle/

n=-—00

Buscamos la X5 (jw) de la sefial x5(t)

xs(®) = ) x[nld(t - nTy) ——X;(jw)

n=—oo

Si recordamos que T
§(t)———1

FT -
§(t — nT,)e——e J@IsT
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Muestreo (IV)

Luego el par transformado

FT
x5(t) e— Xs(jw)

vendra dado por |a siguiente expresion:
FT _
donde podemos ver que

Xs(w) = X(e/)|

(*) En la diapositiva siguiente representamos la relacion entre la FT y la DTFT de una sefial
en tiempo discreto
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Muestreo (V)

= Relacion entre la FT yla DTFT de la sefial muestreada

x[n]
3.

|1 123

‘ . r
Conversion
Impulsos
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Muestreo (VI)

=  Muestreo Ideal:
— Hemos visto que podemos representar la sefial muestreada como:

(0e]

xs(®) = Y x(nTS(t — nTy)

n=—oo
— Sabemos que:

x(t)6(t —tg) = x(t,)6(t — to)

luego podemos escribir x5 (t) como el producto de dos funciones x(t) y p(t):

xs(®) = ) x(nTS(t —nTy) = x(Op(H)

n=-—oo

siendo: >
p()= Y 6t —nT)
n=—oo
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Muestreo (VII)

La ecuacion:

(0e]

x5(®) = x(OP(O) = ) x(TIS(t —nTy)

n=-—co

se conoce como muestreo ideal mediante impulsos e indica que, matematicamente,
podemos representar una sefial muestreada como el producto de la sefal continua original
por un tren de impulsos:

X(

S aViauraEi
Ve U/
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Muestreo (VIil)

= ;Qué relacion existe entre el espectro de la sefial continua muestreada y el de la sefial
x(t) original?

Sabemos que una multiplicacion en el dominio del tiempo se corresponde con una
convolucion en el dominio de la frecuencia:

FT 1
x(t) - y(t)« >27TX(iw) * Y (jw)

Conocemos la transformada de un tren de impulsos:

n=-—co

PO = Y 6 —nT) ) = Y 8~ ko)
k=—o

Ademas sabemos que: X(jw) * §(w — wy) = X(Jw — jwy)

Grado en Ingenieria de Tecnologias de Telecomunicacion

G287: SENALES Y SISTEMAS



Muestreo (IX)

luego:

1
x5(8) = X(0) - p(O) ———X5(j0) = =X (je) * P(jw) =

1 0 . .
— T_52k=_°° X(]a) o ]kws)

= La FT de una sefial muestreada es una suma infinita de versiones desplazadas de la FT
de la sefial original. Las diferentes versiones estan desplazadas multiplos enteros de w;

=  Si wg no es lo suficientemente grande respecto de la frecuencia maxima del espectro (si
esta limitado en banda) pueden producirse solapamientos entre las réplicas de X (jw)

= El solapamiento origina un falseamiento, una distorsion del espectro que se conoce como
ALIASING
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Muestreo (X)

Sefal muestreada:

3W
a)ws = 3W; b)ws = 2W; c)ws = B

X(e™)

urﬁ

31 —275 —‘TC ‘0 n 27: Bﬁ 4
_a_

X(e”™)
1T,

3n -2n -m

A e oS S
e ® 3n 2n -1 0 =wm 2n 3n 4=n
Wog 204 3og
(DS—W —C—

Grado en Ingenieria de Tecnologias de Telecomunicacion

. RN A AN
T T T —‘W
—3wg —20)8 —0g

G287: SENALES Y SISTEMAS



Muestreo (XI)

= Ejemplo: Analizar el efecto de muestrear la sefal:
x(t) = cos(mt)

Determinar la FT de la sefial muestreada para los siguientes intervalos:
1 3
a)TSZZ; b) T, = 1; C)TSZE

Solucion. — Sabemos que

1 (0]
Xs(o) == > X(jo = jkoy)

k=—o0
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Muestreo (XII)
= (Calculamos la transformada de la sefial x(t) = cos(wqt):
FT
x(t) = cos(wot) — T d(w + wy) + T d(w — wy)
Como wy = m,

x(t) = cos(nt)LnMa) +n)+n6(w—m)

tenemos

Xs(jw) = Z [6(w + 7 — kaoy) + 8(w — 7 — kawy)]
k=—c0

/A
T

es decir, tendremos pares de impulsos separados un factor 2 y centrados en multiplos

. 21
enteros de la frecuencia de muestreo wg = o

S
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Muestreo (XIiI)

Senal muestreada

o
y espectro dro g
K= 1
a)TS—l;a)S=87T | T ®
4 4n 8
/
DT = 1 0, 2 bt T T
l -2 l_‘l# l 2 l —4r 27 27 47
- e
k=-2_ k=1 =0 k=1 k=2
3 AT ST
C)TSZE;O)S_? t T } T? I tt 1 11 }
-3n 21 - 3 2n 3n
—d-
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Reconstruccion (l)

= ;Como recuperar la sefial original?

Las muestras no siempre determinan de forma unica la sefial continua en el tiempo, no
nos indican el comportamiento entre los tiempos de muestreo

x[n] = x;(nTs) = x,(nT;)

— Establecer condiciones que permitan reconstruir la sefial de forma Unica
— Método de reconstruccion
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Reconstruccion (ll)
= Teorema de Muestreo: Considerar que el par transformado
FT
x(t)—X(w)

representa una sefal limitada en banda y por tanto
X(w) =0 para |w| > w,;,

La sefial x(t) se puede reconstruir a partir de sus muestras (x(nT), n = 0,+1,+2,...)
Si:

W > 2Wm

1

. 1
fs > 2fm, dondefS=FsoTS<2fm

e w, = 21 /T, : frecuencia de muestreo o frecuencia de Nyquist

e 2w, velocidad de muestreo de Nyquist (frecuencia de muestreo minima)
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Reconstruccion (l1l)

Wg > 2Wix
fs > zfméx

T = 60 min.
1
=—=20,0166
f 60
2f = 0,033

T, = 55 min.
1
fs = == 0,0188
f. =0,0188 » 2f = 0,033

J )

Grado en Ingenieria de Tecnologias de Telecomunicacion

G287: SENALES Y SISTEMAS



Reconstruccion (IV)

= Reconstruccion ideal

X(jw) = Xs(jw)H,(jw)

X{)o Koo
_(L)m O;m N (’)‘m 0N
( w
i T, ] < ==
T . 2
HT‘(]a)) — < a)s
0, lw| > —
® \ 2
—0)3/2 0)8/2
-6
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Reconstruccion (V)

= Reconstruccion ideal: ; Qué significa desde el punto de vista del dominio del tiempo?

X(jw) =Xs(w)H,(jw) = x(t) = x5(t) * hy- (1)

oo

X(t) = hy(®) x ) x[n]d(t - nTy)
n=-—oo
Sabemos que
Ty sin(%t) FT .y (T, lw| < ws/2
() = ——— < H(jw) = {o, 0| > w./2
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Reconstruccion (VI)

X() = hy (% ) x[nl6(t—T)
x(t) = Z x|n]sinc (;)_:r (t — nTs))

= |nterpolacién ideal limitada en banda
— Sistema no causal
— Lainfluencia de cada muestra se
extiende a un intervalo infinito
de tiempo
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Reconstruccion (VII)

= Reconstruccion practica — Muestreo de orden cero

Muestreo
x[n]
x[n] Orden Cero
o | 1 T [
é \ \ \
—1 1 3
ho(1)
1
(1, 0<t<T;
ho(t) = {O, otro caso
0
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Reconstruccion (VIlI)

= Analizamos mediante la FT la bondad de la aproximacion

xo@® = ) xlnlhg(t—nTo) = ho(®) + ) x[n]8(t - nT)

n=-—co n=-—co

Por la propiedad de convolucion:
Xo(jw) = Xs(jw)Ho(jw)

donde:

_ sin (a) %)
HO(]w) — ZQ_JwTS/Z -

Grado en Ingenieria de Tecnologias de Telecomunicacion

G287: SENALES Y SISTEMAS



Reconstruccion (IX)

= Modificaciones introducidas
por el sistema
* Desplazamiento lineal en fase
debido al retraso de T /2

» Distorsion del espectro entre
—Wm Y Wn

* Réplicas distorsionadas y
atenuadas del espectro
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Reconstruccion (X)

= Filtro de compensacion o anti-imagen

| H (jo)|
//\——/\\
/ \
/ \
. \
/ P | K Q)
Wp,— O Wy O O
( wT o] <
H.(jw) =< 2sin(wT;/2)’ @I= Om
\ 0, lw| > wg — Wy,
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Reconstruccion (XI)

= Filtro de compensacion o anti—-imagen
t
Xo(1)

x[n]

T?TT

C

Mt
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Representaciones de Fourier

DOMINIO DEL TIEMPO SENAL PERIODICA SENAL APERIODICA
Series de Fourier Transformada de Fourier [FT)
< = 1 T 5
2 x{t)= X [k]e*=t B=— Ix{i joc g ~
: o Exm - Trlobnao :
= o
S 12 o
_ L ~fkar < <
2 XK= ;[X(t)e dt X (ia)): [x(e)e "= de -
=2 —m =z
Ll
e )
2z
x(t) tiene periodo T ; =
Series de Fourier {DTFS) Transformada de Fourier {DTFT)

< xn1= Y X[k]e' > L Fo 0y jom S
-x no
Q =
% . &

Q —JkQ n
Xkl== )" xin1e’** = tom o
E v 2 xe)- Txme 2
g n—m |§

27
xinly X [k] tienen periodo N; Q= " X (' ) tiene periodo 2x
_ = DOMINIO DE LA
SENAL DISCRETA SENAL CONTINUA FRECUENCIA
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Propiedades de la Representacion de Fourier

PROPIEDADES DE LA REPRESENTACION DE FOURIER

. Serie de Fourier (FS) Transformada de Fourier (DTFT) Serie de Fourier (DTFS)
Transformada de Fourier (FT) FSiwg DTFT o DTFSiQg
FT —_— —_— J —
PROPIEDAD x(t) — X(jw) x(®) FSiwo X[kl *n FDTFT (™ *n) DTFS;Q, X1kl
O v(0) y(t) ——Y[k] yln] e—— (/") yln] ——[k]
Y x(t) periodo T X(e/®) periodo 21 x[n], X[K] periodo N
o FT Fs; DTFT . . DTFS;Q
Linealidad ax(t) + by (t) —— aX(jw) + bY (jw) ax(®) + by (£) —— ax[k] + bY[k] ax[n] + by[n] —— aX(e/®) + bY (e/?) ax[n] + by[n] ——— aX[k] + bY[k]
Desplazamiento tiempo xX(t— ty) s eIt X (o) (b — tg) 220, gikantox k] x[n — ngl <5, mitmox (o) x[n — ng) TSR0 o= itomo x 1]
Desplazamiento frecuencia eltx(t) Lx(j(“} - y)) eJkowot x(t) (_.Fs’i,x[k — ko) e/™x[n] ﬂx(el‘(ﬂ—r)) eJkoQony[n] DTFS X[k — kol

Escalado

1 .
x(at) ———x (1_“’)
la| a

x(at) PN X[k]

x,[n]=0 n#lp

x,lpn) X, (")

x,[n]l=0 n#lp

DTFS;Q,
x,[pn] ——— > pX, [k]

Derivacién en el tiempo

d
Ex(t) ijX(jw)

d ;
Ex(t) &jkon[k]

Derivacion en la frecuencia

. rrood
—jtx () —— =X (jw)

d )
—jnx[n] ——— 0% (e’

1=—00

t . i oo

Integracién/Sumatorio f_wx(r)d‘r LXE]LZ)) + X (j0)5(w) 2 x[k] LN 1X_(ee]_}?ﬂ + X (e’0) k:Zm §(Q — k2m)

Convolucién f @yt = Ddr T XG0V (o) f @yt — Ddt 2 TX K] Y [K] xlklyln — k] 220 X (/)Y (/%) Z x[klyln — k] 222, Nx (kY K]
—c0 (T) k=—00 k=(N)

Multiplicacién x(O)y () L% f_wX(jv)Y(j(w -v))dv x(®)y(t) oo, Z X[ Y[k —1] x[n]y[n] ML %J;sz(ejr)Y(ejm'r)) dr x[n]y[n] P I z X[ Y[k-1

I=(N)

Teorema de Parseval

[ :|x(t)|2dt - :|xow)|2dw

- g
7 f, porac= 3 i

k=—c0

Ytatnl =[x an
2m (2m)

n=-co

1
—_ 2=
N E [x[n]|
n=(N) k=(N)

|X[k11?

x[n) ﬂX(ej“)

x[n] ﬂ»X(em)

DTFS;Q

x(t) real y par PLLIEN Im{X(Gw)} =0
x(t) real e impar —— Re{X(jw)} = 0

x(t) real y par LN Im{X[k]} =0

FS;wq
x(t) real e impar ——— Re{X[k]} = 0

x[n] real y par PELLLLIEN Im{X(e®}=0

x[n] real e impar ——— Re{X(e/®)} =0

1
Dualidad X (it il 2mx(— ] : ) ; X[n] ———— —x[-k]
(t) — 2nx(—w) X(elt) Fsi1 l=k] X/t FS;1 =k] N
FT FSiwo DTFT ] : DTFS;Q,
x(t) real — X*(jw) = X(—jw) x(t) real ———— X*[k] = X[-k] x[n] real —— X*(e/?) = X(e™1?) x[n] real ———— X*[k] = X[—k]
Simetria x(t) imaginaria LX*(jw) = —X(—jw) x(t) imaginaria ﬂo—»X‘[k] = —X[-k] x[n] imaginaria ﬂX*(em) =—X(e /) x[n] imaginaria«ﬂ»X*[k] = —X[-k]

x[n] real yparﬂlm{x[k]} =0

x[n] real e impar Pl I Re{X[k]} =0
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